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MATHEMATICS 
EIN PROBLEM DER AFFINEN KINEMATIK 
VON 
0. BOTTEMA 
(Communicated by Prof. W. v. D. WounE at the meeting of February 29, 1964) 
l. Eine Ebene V', die sich in bezug auf eine feste Ebene V so bewegt, 
dass sie mit sich selbst kongruent bleibt, hat drei Freiheitsgrade. Es 
entsteht also eine eingliedrige Schar von Bewegungen, wenn man ihr 
zwei Bedingungen auferlegt. Wenn man vorschreibt, dass zwei Punkte 
A1, A2 von V' auf den Geraden g1 und g2 von V (mit dem Schnittpunkt 0) 
bleiben, dann liegt die Kardanbewegung vor. Es zeigt sich, dass nicht 
nur A1 und A2 sondern auch andere Punkte A von V' eine Gerade gin 
V beschreiben; der Ort von A ist ein Kreis K und A1 und A2 spiel en 
dabei keine ausgezeichnete Rolle. Der Ort der Geraden g ist das Btischel 
O(g) in V. Ein nicht auf K gelegener Punkt beschreibt in V eine Ellipse 
mit 0 als Mittelpunkt. Die Rastpolkurve ist ein Kreis, der standig von 
K bertihrt wird, K selbst ist die Gangpolkurve. 
2. Diesen klassischen Satzen der gewohnlichen Kinematik stellen wir 
eine ahnliche Frage der affinen Geometrie gegentiber. Wir betrachten 
eine Ebene V', die sich in bezug auf V bewegt und dabei aequiaffin bleibt 
mit sich selbst, das heisst: sind x, y bzw. X, Y Parallelkoordinaten in 





Y = a2x+b2y+c2 
welche Bedingung aussagt, dass der Flacheninhalt von Figuren in V' 
sich bei der Transformation (l) nicht andert. Die Ebene V' hat offenbar 
ftir (aequi-)affine ,Bewegungen" ftinf Freiheitsgrade. Es entsteht also 
eine eingliedrige Schar von Bewegungen, wenn man vier Bedingungen 
auferlegt. Wir stellen uns die Frage, ob es Bewegungen gibt, wobei vier 
Punkte A 1 , A2, As, A4 aus V' je eine Gerade gi (i = l, 2, 3, 4) in V 
beschreiben. 
3. Der Punkt Ai in V' habe die Koordinaten (xi, Yi) und die Gerade 
gi in V die Gleichung 
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A~ bleibt bei einer Bewegung (I) auf g, wenn 
(3) 
was eine lineare Gleichung bedeutet fiir die Parameter a1, b1, c1, tz:!, b2, C2· 
Wir legen uns die Frage vor, ob es neben At noch andere Punkte von 
V' gibt, die in V eine Gerade beschreiben. Ist Ao(xoyo) ein solcher Punkt 
und go, mit der Gleichung PoX+ QoY + Ro = 0, die Gerade, dann soli 
(4) Po(a1xo+blyo+cl)+Qo(a2xo+b2yo+cz)+Ro = 0 
gelten. Diese Gleichung muss von den Gleichungen (3) linear abhangig 
sein. Es gibt dann vier Zahlen At so dass 
(5) l Poxo = A1P1x1 +A.zP2x2+A.aPaxs+~P4X4 ~~=k~~+k~~+~~~+~~~ 
Po = A.1P1 +A.2P2+A.aPa+A.4P4 
und drei ahnliche Gleichungen mit Q statt P. Eliminieren wir Pound Q0, 
dann haben wir 
eine ahnliche mit y statt x und zwei andere mit Q statt P. Die vier homo-
genen linearen Gleichungen fiir A.t haben nur dann eine Losung, wenn 
P1(X1-xo) Pz(x2-xo) Pa(xa-xo) P4(x4-xo) 
(6) Pl(Yl-Yo) P2(y2-yo) Pa(ys-yo) P4(y4-yo) = 0 Ql(X!-Xo) Qz(x2-xo) Qa(xa-xo) Q4(X4-Xo) 
Ql(Yl-Yo) Qz(Y2-Yo) Qa(ys-yo) Q4(y4-yo) 
oder, wenn wir die Richtungszahl von AoA,, das ist yc-Yo/Xt-Xo, mit m, 
und diejenige von g,, das heisst - P ,fQ,, mit n, bezeichnen: 
I I I I 
(7) ms 0. 
Es folgt daraus, dass es vier Zahlen ,_,, gibt, so dass 
(8) 
ist fiir i= I, 2, 3, 4. Man hat also: 
-p,snt-P,l m, = . 
P,4nt+U2 
Die Zahlen mt gehen aus n, hervor durch eine lineare Transformation 
20 Series A 
292 
oder die vier Zahlen mt haben dasselbe Doppelverhaltnis wie die Zahlen n,. 
Das heisst: der Punkt Ao hat die Eigenschaft, dass die Geraden AoAt 
ein gegebenes Doppelverhaltnis, namlich (n1 n2 n3 n4) haben. · Der Ort 
von A 0 ist deshalb ein Kegelschnitt K, der nicht zerfallt, wenn wir vor-
aussetzen, dass nicht drei der Punkte At kollinear oder zwei der Geraden 
Yt parallel sind. Das Resultat ist: wenn vier Punkte At aus V' je eine 
Gerade gi in V beschreiben, dann gibt es einen Kegelschnitt Kin V', dessen 
Punkte ebenfalls Gerade beschreiben. Die Punkte At sind auf K nicht 
ausgezeichnet und konnen durch jedes andere Quadrupel von Punkten 
auf K ersetzt werden. K geht durch die vier Punkte At und ist weiter 
dadurch bestimmt, dass die Punkte At auf K ein Doppelverhaltnis haben, 
das dem der Richtungen der vier Geraden gi gleich ist. 1st A ein beliebiger 
Punkt auf K, dann beschreibt er eine Gerade g und die Punktreihe A ist 
projektiv mit der Reihe der Richtungen von g oder: die Punktreihe auf K 
ist projektiv mit der Punktreihe, welche die Bahngeraden g auf der 
uneigentlichen Gerade l der Ebene V ausschneiden. 
4. Wir bestimmen unsre affine Bewegung von nun an durch in V' 
einen Kegelschnitt K zu wahlen und dann eine Projektivitat festzulegen 
zwischen den Punkten A von K und den Punkten A' von l. Eine beliebige 
Lage von V' in bezug auf V ist die Anfangslage; die von A bei der Bewe-
gung beschriebene Gerade ist dann AA'. 
Wir setzen voraus, dass in der Anfangslage die Koordinatenachsen 
OXY und oxy in V und V' zusammenfallen. Dem Kegelschnitt Kin V' 
kann man immer mittels eines Parameters u folgende Gleichungen geben: 
1 u 
x = e + u2 ' y = e + u2 (9) 
K ist eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel, je nachdem e= 1, 
e = 0, e = -l. K schneidet die uneigentliche Gerade l in den Punkten 81 
und 8 2, wofiir u2 + e = 0. 1st u' = Y f X die Koordinate eines Punktes von l, 
so miissen wir eine Projektivitat zwischen u und u' bestimmen. Wir 
erklaren ganz allgemein 
(10) I £XU+ (J u =--. yu+b 
Die Bahngerade des beliebigen Punktes A(u) von Kist die Verbindungs-
gerade des Punktes A mit den homogenen Koordinaten (1, u, e+u2), mit 
dem Punkt (yu+b, £XU+(J, 0). 1st also UX+ VY + WZ=O die Gleichung 
von g(A), dann hat man 
(ll) U = -(£Xu+(J)(e+u2), V =(yu+ b)(e+u2) , W = (£Xu+(J) -u(yu+ b). 
Hieraus lesen wir ab: die Bahngeraden g sind die Tangenten einer rationellen 
K urve 0 dritter Klasse. Eine solche Kurve hat immer eine Doppeltangente; 
in unsrem Fall ist das augenscheinlich l, denn fiir die heiden Werte von u 
293 
aus s+u2=0 hat g die Gleichung Z=O. Das geht auch aus der Tatsache 
hervor, dass l sowohl fiir 81 als fiir 8 2 Bahnkurve ist. Ist K eine Ellipse, 
dann ist l eine isolierte Doppeltangente, ist K eine Hyperbel, dann eine 
mit zwei reellen Beriihrungspunkten, ist K eine Parabel, dann ist l Wende-
punktstangente. 
Mit den Punkten 81 und 8 2 von K sind in der Projektivitat die Punkte 
81' und 8 2' von l konjugiert. Fallt 81' mit 81 und nicht auch 8 2' mit S2 
zusammen, (was aus Realitatsgriinden nur geschehen kann, wenn K eine 
Hyperbel ist) dann zerfallt die Kurve dritter Klasse in das Geraden-
biischel durch 81 und einen Kegelschnitt. Sind sowohl 81 wie Sz mit sich 
selbst konjugiert, dann zerfallt die Kurve in die zwei Geradenbiischel, 
durch 81 und durch 8 2 , und in einem dritten Biischel mit der Scheitel 
auf K. (Die Bedingungen sind <X=b, {J= -sy und fiir s+u2+0 wird (ll) 
U = -<XU+ sy, V = yu +<X, W = - y, was das Biischel der Geraden durch 
den Punkt {yz, <Xy, (sy2 + <X2)} darstellt). Die Punkte 81 und 8 2 bleiben in 
diesem Fall bei den affinen Bewegungen in Ruhe und wenn wir sie als 
die isotropen Punkte der Ebene auffassen, finden wir die Karadan-
bewegung der metrischen Geometrie zuriick, die also als ein Sonderfall 
erscheint. 
Wir setzen weiterhin voraus, dass diese Entartungen nicht vorliegen. 
5. Urn die Bewegungen naher zu untersuchen, wollen wir nun von 
der Menge der Bahngeraden ausgehen - das Emplacement, konnte man 
sagen - und dabei K so bestimmen, dass seine Punkte die Bahnen 
beschreiben konnen. Wir setzten vorerst s = 1 voraus: K ist eine Ellipse 
und l eine isolierte Doppeltangente von 0; diese hat also drei reelle 
Spitzen und ist mit der Steinerschen Hypozykloi:de affin. Mittels eines 
Parameters q; ( 0;::; q; < n) kann man bei geeignetem Wahl des Koordinaten-
systems der festen Ebene die Tangenten von 0 folgendermassen darstellen 
(12) U=-sinq; V =COS ({J W =e sin 3q;. 
Die drei Riickkehrtangenten q;=O, q;=n/3, q;=2nf3 gehen samtlich durch 
den Ursprung 0 (Abb. 1). Die Punktgleichung von 0 ist 
(13) X=e(cos 4q;+2 cos 2q;) Y =e(sin 4q;-2 sin 2q;). 
Ein beliebiger Kegelschnitt mit ebenfalls beliebiger Parameterbelegung 
u wird durch X=plu2+pzu+ps, Y=q1u2 +qzu+qs, Z=r1u2 +rzu+rs 
gegeben und die Projektivitat zwischen dem Punkt A(u) des Kegelschnitts 
und dem Punkt A'= (cos q;, sin q;, 0) von l kann man offenbar allgemein 
durch die Zuordnung u = tg q; erklaren. Es sollen nun die Koeffizienten 
Pi, qi und ri so bestimmt werden, dass die Verbindungsgerade AA' zum 
Emplacement (12) gehort. Wir haben dann sofort r1=r2=0, und wenn 
wir r3 = 1 nehmen, so muss weiter fiir 




X sin f{J- Y cos fP = e sin 3fP 
oder 
(X -e cos 2fP) sin f{J- (Y +e sin 2fP) cos fP = 0 
und da cos 2fP und sin 2fP homogene quadratische Funktionen von sin fP 
und cos fP sind, hat man 
X -e cos 2fP = 2 cos fP(.A. cos fP+p, sin f/J} 
Y +e sin 2fP = 2 sin fP(A cos f{J+p, sin f{J} 
mit den beliebigen Konstanten .A. und p,. 
Die fraglichen Kegelschnitte sind somit 
(14} ~ X= .A.+ (.A.+e} cos 2fP+ p, sin 2fP ( Y=p,-p,cos2fP+(.A.-e)sin2fP. 
Wie zu erwarten war finden wir eine zweidimensionale Menge von 
Elllpsen; wenn wir daraus eine Untermenge von untereinander aequiaffinen 
(das heiszt flachengleichen) Ellipsen herausnehmen dann haben wir die 
unendlich vielen Lagen gefunden, welche die Ellipse K in der festen 
Ebene bei unsrer Bewegung einnimmt. Das Emplacement bestimmt daher 
die Bewegung noch nicht vollstandig; es gibt unendlich viele Ellipsen die 
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sich so bewegen konnen dass ihre Punkte die Schienen des Geleises 
beschreiben. Bei der (metrischen) Kardanbewegung gibt es doch ahnliches. 
Aus (14) lesen wir ab dass die Ellipse K (A., p,) den Mittelpunkt (A., p,) 
hat und dass die Flache gleich F=n (A.2+p,2-e2) ist. Fiir eine Untermenge 
von (14) die aus flachengleichen Ellipsen besteht gilt also A.2+p,2=R2, 
wo R;;:;; 0 eine Konstante ist. Wir flihren jetzt den Parameter t ein (die 
wir mit der Zeit identifizieren), so dass A.=R cost, und p,=R sin t und 




~ X= R cost+ (R cos t+e) cos 2q;+R sin t sin 2q; 
( Y = R sin t- R sin t cos 2q;+ (R cost-e) sin 2q; 
~ X= e cos 2q;+2R cos(t-q;) cos q; 
( Y = -e sin 2q;+2R cos(t-q;) sin q;. 
Diese Gleichungen konnen wir in zwei Weisen deuten. Fiir einen festen 
Wert von t und veranderliche q; stellt (16) einen Kegelschnitt dar und 
zwar die Lage, in der festen Ebene, des bewegenden Kegelschnittes K 
im Zeitpunkt t. Ist dagegen t veranderlich und q; fest dann stellt (16) 
eine Gerade dar und zwar den Bahn des Punktes A ( q;) von K bei unsrer 
Bewegung. Ersetzen wir R durch eine andere Konstante dann betrachten 
wir die Bewegung eines andren Kegelschnittes auf demselben Emplace-
ment. 
Aus (15) folgt dass der Mittelpunkt von K die Koordinaten (R cost, 
R sin t) hat; d.h. der Mittelpunkt von K beschreibt eine Ellipse (die im 
metrischen Bild der Abb. 1 ein mit dem Inkreis O(e) konzentrischer 
Kreis ist). 
Jeder Punkt A(q;) von K hat auf seine Bahngerade eine periodische 
Bewegung und zwar mit der Periode 2n. Wahrend einer Periode durch-
lauft A zweimal die Strecke mit den Endpunkten (e cos 2q; + 2R cos q;, 
-e sin 2q;+2R sin q;) und (e cos 2q;-2R cos q;, -e sin 2q;-2R sin q;). Das 
heisst: der Mittelpunkt M(q;) der von A(q;) beschriebene Strecke ist (e cos 2q;, 
-e sin 2q;) und der Ort der Punkte M(q;) ist somit die Ellipse die in Abb. 1 
der I nkreis der K urve C ist. 
Wahrend einer Periode andert jeder Punkt A zweimal seine Bewegungs-
richtung. Fiir den Punkt A(q;) geschieht das in den Zeitpunkten t=q; u.nd 
t=q;+n, A(q;) ist dann der Pol der affinen Bewegung. Umgekehrt ist fiir 
jeden Zeitpunkt ein Punkt von K Momentanpol; im Zeitpunkt t ist das 
der Punkt A(q;) mit q; = t (mod. n). Das heisst: K ist die Gangpolkurve 
der Bewegung. Die Lage des Poles in der festen Ebene finden wir durch 
die Substitution q; = t in ( 16). Die Rastpolkurve K' wird somit dargestellt durch 
(17) X= e cos 2t+2R cost , Y = -e sin 2t+2R sin t. 
Es zeigt sich also dass K' eine mit einer Zykloide vierter Ordnung affin 
verwandte Kurve ist; die Gestalt hangt von dem Verhaltnis Rfe ab. 
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Fiir R=e fallt K' mit der Kurve 0 zusammen, wie aus (13) hervorgeht. 
Bei seiner a:ffinen Bewegung wird der Kegelschnitt K in jeder Lage die 
Rastpolkurve K' beriihren. 
Wenn man in unsre Abb. 1 den Kegelschnitt Kin seinen verschiedenen 
Lagen zeichnet, so hater, euklidisch interpretiert, immer dieselbe Gestalt, 
namlich unabhangig von t die einer Ellipse mit den Halbachsen R + e 
und IR-el· 
Von den Ellipsen die zum gegebenen Emplacement gehoren heben wir 
zwei spezielle hervor. Fiir R = 0 fallt K dauernd mit dem Inkreis von 0 
zusammen; es findet jetzt keine Bewegung statt, da der Parameter t 
aus den Gleichungen (16} verschwindet. Fiir R=e dagegen ist K zu 
einer Strecke zusammengeschrumpft. Im allgemeinen ist die Flache von 
K gleich F = n(R2 - e2); wenn F < 0 ist, dann wird K durch q; negativ 
orientiert. 
6. Der Punkt A(q;) des Kegelschnittes K bewegt sich langs der Tangente 
(12} der Kurve 0. Wenn A mit einem Punkt von 0, die Einhiillende der 
Bahngeraden ist, zusammenfallen soll, dann muss A auch auf der kon-
sekutieve Tangente liegen, das heisst: die Koordinaten (16} von A(q;} 
miissen der Gleichung 
(18} -X COB cp- Y sin cp+ 3(! COB 3cp = 0 
geniigen, oder es soU, wie man leicht nachrechnet, 
{19} R COB (t-cp)-(! COB 3cp = 0 
sein. 
Die Richtungszahlen der Tangente von K im Punkt A(q;), im Zeit-
punkt t, sind, wie aus (14} folgt: 
(20) 
~ ~! = -2(R cos t+e) sin 2cp+2R sin t COB 2q; 
? ~! = 2R sin t sin 2cp+2(R COB t-e) COB 2cp. 
Diese Tangente fallt mit der Bahngerade zusammen wenn 
. ox oY 
-smq;- + cosq;- = 0 
oq; oq; 
ist, aber diese Bedingung zeigt sich mit (19) identisch. Wir haben also: 
wenn im Zeitpunkt t der bewegende Punkt A(q;) von K mit einem Punkt 
von 0 zusammenfallt, dann beruhren sick in diesem Punkt die K urven K 
und 0, und es gilt die Gleichung (19). 
Man kann diese Gleichung auf zwei Weisen interpretieren. Wenn man 
die Frage stellt warm ein gegebener Punkt A(q;) wahrend seiner periodi-
schen Bewegung den Beriihrungspunkt seiner Bahngeraden mit 0 passiert, 
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dann ist die Ant wort: das geschieht zweimal durch diejenige Punkte 
A(tp) welche die Ungleichung e/R jcos 3tpj < 1 genugen und niemals durch 
die Punkte wofur efR jcos 3tpj > 1 ist. Wenn efR Ieos 3g;l = 1 ist, dann hat 
der bezugliche Punkt eine Umkehrung auf 0. Ein solcher Umkehrpunkt 
ist ein auf 0 liegender Pol, also ein Schnittpunkt von 0 und K'. Von mehr 
Interesse ist die umgekehrte Frage: was sind, wenn t gegeben ist, die 
Losungen fur tp der Gleichung (19). Mit tg tp=U Hisst sich diese in folgende 
Form schreiben 
(21) 3 3e + R cos t 2 e - R cos t 0 u+ R"t u+u- R"t =. sm sm 
Die drei Wurzeln u geben uns wegen O~tp<n drei Wurzeln tp fur (19). 
Es gilt also der Satz: der Kegelschnitt K beruhrt in jedem Zeitpunkt die 
K urve 0 dreimali ). Die drei Beruhrungspunkte sind entweder samtlich 
reell, oder nur einer ist reell. Beide Faile kommen vor: fur t=O hat (20) 
drei reelle Wurzeln wenn R < e ist und eine reelle Wurzel falls R > f!· 
1) Es zeigt sich also nebenbei dass in der euklidischen Kinematik eine Ellipse 
sich in einer dreispitzigen Hypozykloide stetig umwenden lasst, dieselbe standig 
an drei Stellen beriihrend. Dieser Satz riihrt von FRECHET her (Sur quelques 
proprietes de l'hypocycloide a trois rebroussements, Nouv. Ann. 61, 206-217, 1902). 
Eine Erweiterung gab WUNDERLICH, Uber Gleitkurvenpaare aus Radlinien, Math. 
~achr. 20, 373-380, 1959. 
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7. Wir wollen noch unsre affine Bewegung analytisch darstellen. Fiir 
t=O ist die Lage von K in der festen Ebene, wie aus (16} folgt, durch 
(22} X= R+(R+e) cos 2fP , Y = (R-e) sin 2fP 
gegeben. Wir wahlen nun in V' ein Koordinatensystem oxy, das fiir t=O 
mit OXY zusammenfallt. Der Kegelschnitt K hat also in V' (fiir jedes t) 
die Gleichungen 
(23} x=R+(R+e)cos2fP , y=(R-e)sin2fP. 
Fiir einen Punkt (x, y) von K gilt daher (fiir Ro~=e): 
(24) x-R . 2 y COS 2m=-- Sin m = --. 
-r R+e , -r R-e 
Wenn wir jetzt (24} in (15} substituieren :linden wir die Gleichungen, die 
fiir einen Punkt von K die Koordinaten X, Yin x, y und t ausdriicken. 
Eine Affinitat fiir die Punkte von K induziert aber eine Affinitat fiir jeden 
Punkt der Ebene. Die fraglichen affinen Bewegungen werden somit durch l X R cos t+e R sin t Re (cos t-1} = R+e- x + R-e Y + R+e (25) 
Y -Rsint Rcost-e (2R+e)Rsint 
= X + y + .:.__----,-'?-'---
R+e R-e R+e 
dargestellt. Aus (25} lesen wir ab dass die Bahnkurve eines Punktes von 
V' im allgemeinen eine Ellipse ist. 
8. Wenn der Kegelschnitt K eine Hyperbel ist, dann hat die oben 
erwahnte Kurve 0 dritter Klasse eine reelle Spitze und list eine Doppel-
tangente mit zwei reellen Beriihrungspunkten. Bei geeigneter Wahl des 
Koordinatensystems hat jetzt das Emplacement folgende Gleichungen 
(26} u = u2-l v = u(u2-l) ' w = e(3u2+ 1}. 
Die Einhiillende ist eine Kardio~de (Abb. 3}, die zwei Aste 01 ( -1 ~u-1~ 1) 
und 0 2 (-l~u~l} aufweist. Die Spitze, der Scheitel und die im Unend-
lichen gelegenen Punkte haben bzw. die Parameterwerte U=oo, u=O 
und u = ± I. Wir fiihren nun zwei Parameter fh und fh ein mittels 
(27) ~ u-
1 = th -&1 
( u = th '192 
(-l,;;:;u-1,;;;1) 
(-l,;;;;u <:;I). 
Dann werden die Tangenten von 01 durch 
(28} 
und die Tangenten von 02 durch 
(29} u = -ch '192 ' v = -sh '192 ' w = e ch 3'192 
dargestellt. Die Hyperbel K mit den allgemeinen Gleichungen 
X= p1u2+p2u+pa , Y = q1u2+q2u+qa , Z = r1u2+r2u+r3 
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A 0 s 
Abb. 3 
hat zwei Punkte im Unendlichen mit den Parameterwerten u=± 1, da 
ihre Bahnen mit l zusammenfallen. Die zwei Aste T1 und T 2 von K werden 
somit durch -1 ~ u ~ 1 bzw. -1 ~ u-1 ~ 1 bestimmt. Die Projektivitat 
zwischen den Punkten von K und die Richtungen der Tangenten von 0 
wird dann durch u = - th {}1 bzw. u = - coth {}2 gege ben. Das heisst: die 
Bahngeraden der Punkte von Tt sind die Tangenten von C, (i= 1, 2). Wir 
fi.ihren nun auch auf K die Parameter {}1 und {}2 ein. In ahnlicher Weise 
wie in dem Fall der Ellipse finden wir die mit (14) analogen Gleichungen: 
(30) 
ftir T1 und 
(31) 
X = A.+ (A.-e) ch 2{}1 + fl sh 2{}1 
y = {l- fl ch 2{}1 - (A.+ e) sh 2{}1 
~ X = A.+ ( -A.+ e) ch 2{}2- fl sh 2{}2 
( Y = fl+fl ch 2{}2+(A.+e) sh 2{}2 
ftir den Ast T 2 von K. Durch (30) und (31) sind samtliche zum Emplace-
ment gehorende Hyperbeln bestimmt. Fiir solche K(A., fl) die unter ein-
ander aequiaffin sind gilt 
(32) ).2_ fl2 =c. 
Wir miissen jetzt die Faile c > 0, c = 0 und c < 0 unterscheiden. 
Falls c = R2 ist konnen wir den Parameter t so einfiihren dass .A.= R ch t, 
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p.=Rsht und wir finden analog mit (16) fiir den AstT1 
(33) 
und fiir T2: 
(34) 
~ X= -e ch 20.1 +2R ch (ih +t) ch '1?1 
( Y = -esh2'!?1-2Rch('l?1+t)sh-&1 
~ 
Wenn wir die bekannten Eigenschaften der sh- und der ch-Funktion in 
Anmerkung nehmen lesen wir aus (33) und (34) ab: ein Punkt des Astes 
T1 fiingt seine Bewegung (fiir t= -oo) im Unendlichen an, durchliiuft eine 
Halbgerade, hat einen Umkehrpunkt und geht liings derselben Halbgeraden 
ins Unendliche zur1lck. Ein Punh von T2 dagegen beschreib~, immer in 
dieselbe Richtung gehend, und ohne Halt seine Bahngerade vollstiindig. 
Es zeigt sich also auch dass nicht die ganze Hyperbel K, sondern nur der 
Ast T1 Gangpolkurve der Bewegung ist. Im Zeitpunkt t ist der Punkt 
'1?1 = - t der Pol und die Rastpolkurve wird also durch die Substitution 
'1?1= -t in (33) gefunden. 
Fiir den Fall c<O werden wir A=R sh t, p.=R ch t einftihren und 
dadurch mit (33) und (34) analoge Formeln erhalten. Die Rollen von 
T1 und T2 werden dann verwechselt. 
Ein Spezialfall wird durch c = 0 gegeben. A us (32) folgt nun A=± p.. 
Fiir A=p.=t haben wir fiir die Punkte von T1: 
~ X = - e ch 20.1 + 2 ch '1?1 ( ch '1?1 + sh '1?1) t 
(35) ( Y = -e sh 20.1-2 sh '1?1 (ch '1?1 +sh '1?1) t 
und es gibt ahnliche Gleichungen fiir die Punkte von T2. Samtliche 
Punkte der Hyperbel beschreiben somit vollstandig ihre Bahngerade. 
Dassel be gilt wenn wir A= - p. = t1 einfuhren. Die untersuchte Bewegung 
zerfallt also in zwei, von einander unabhangige Bewegungen, die keine 
Pole im Endlichen haben. 
Die anderen Eigenschaften der aequiaffinen Bewegung fur den Fall 
der Hyperbel sind mutatis mutandis derjenigen fiir die Ellipse analog. 
Die Bahnkurven der Punkte der Ebene V' sind jetzt im allgemeinen 
Hyperbeln; im Spezialfall c = 0 sind diese in zwei Gerade zerfallen. 
9. Wenn der Kegelschnitt K dessen Punkte gerade Bahnen beschreiben 
eine Parabel ist, dann ist das Emplacement durch 
(36) u = u2 ' v =us, w = e 
gegeben und die Kurve C ist jetzt nich nur dritter Klasse sondern auch 
dritter Ordnung. Fur diesen Grenzfall kann man jetzt in einfacher Weise 
die Bewegungsgleichungen ableiten. Jeder Punkt von Khat auf seiner 
Bahngeraden einen Umkehrpunkt. Die Gangpolkurve fallt mit K zusam-
men; fiir die Rastpolkurve findet man eine rationelle Kurve dritter 
Ordnung. 
